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1 Teoria de conjuntos

1.1 Ideas clave

e Un conjunto es una coleccion de elementos. Se escribe por extension, A = {1,2,3}, o por
comprension, A = {zx € N:z < 4}.

e v € A: x pertenece a A. A C B: todo elemento de A esta en B.
e J es el conjunto vacio; U es el universo.

e |A| es la cardinalidad (cuantos elementos tiene). Si |A| = n, entonces |[P(A4)| = 2.

1.2 Operaciones

Operaciéon Notacion  Se queda con. ..

Unioén AUB loqueestien Aoen B
Intersecciéon ANB loqueestien Ay en B
Diferencia A—B lode A quenoestaen B
Complemento A° lo de U que no esta en A

Diferencia simétrica A A B lo que esta en uno solo de los dos

Producto cartesiano A x B parejas (a,b) cona € A, b€ B

1.3 Leyes mas usadas

De Morgan: (AU B)°= A°N B¢, (ANB)° = A°UB°
Distributivas: AN(BUC)=(ANB)U(ANC), AU(BNC)=(AUB)N(AUCQC)
Inclusion-exclusion: |AU B| = |A|+ |B| — |AN B|

1.4 Intervalos

(a,b) abierto (sin extremos), [a, b] cerrado (con extremos), [a,b) y (a, b] semiabiertos. El infinito siempre
va con paréntesis: [a, +00).

1.5 Uniones e intersecciones indexadas

o0 o0

U A; = A1 UAyU -+ (estd en alguno), ﬂ A;=A1NAsN--- (estd en todos)

i=1 i=1
Método: escribe los primeros 3 o 4 conjuntos, observa si crecen o se encogen, y revisa los extremos.
Ejemplo de clase:

o0
UG i+1)=1,20u@2,3)uB,49U- =(1,+00) - N
i=1

Los intervalos son abiertos, asi que los enteros 2, 3,4, ... quedan fuera.



2 Numeros complejos: lo béasico

2.1 Definiciones

i2 = —1, z=a+bi, a=Re(z), b=Im(z)

Concepto Formula Ejemplo con z = 3 — 4¢
Conjugado Z=a—b 3+ 4
Médulo |zl =Va2+b2 V9+16=5

Propiedad clave 2% = a® + b? (3—4i)(3+44i) =25

Igualdad: dos complejos son iguales si y solo si coinciden su parte real y su parte imaginaria:

at+bi=c+di < a=cy b=d

2.2 Potencias de i (ciclo de 4)

2.3 Forma polar

z =rcis(f) = r(cosh +isinf), r=+va?+ b f = tan™! (b> (corregir cuadrante)
a

Cuadrante 6 (con o = tan~!|b/al)

I (+,+) «

II (—,4) 77—«
Il (—,-) 7+a
IV (+,-) 2r—a

De regreso a binémica: a = rcosf, b=rsiné.

2.4 ;Qué forma conviene usar?

Operacién Forma recomendada Por qué

Suma y resta binémica en polar no hay férmula sencilla
Multiplicacién de dos niimeros binémica o polar ambas son rapidas

Divisién conjugado o polar polar es méas corta si ya estad en polar
Potencias grandes (z10) polar (De Moivre) evita desarrollar binomios enormes
Raices polar es la forma practica de obtener las n




[LQué operacion es‘?}

/ | \
Suma o resta Multipl?c%cién Potencia o raiz
o division

Y
[Forma binémica}

Y
Polar: De Moivre
o formula de raices

. Ya estan
en polar?

Bin6mica /
conjugado

3 Suma y resta

Se suman (o restan) parte real con parte real e imaginaria con imaginaria:
(a+bi)x(c+di)=(atc)+ (bEd)i
Ejemplos:
(34+2i) 4+ (1 —5i) =4 —3i
(—2+4+i)—(4-3i))=—-2+i—-44+3i=—-6+4i

Interpretacion geométrica: sumar complejos es sumar vectores (regla del paralelogramo).

‘ Cuidado: al restar, el signo menos afecta a ambas partes del segundo niimero.

4 Multiplicacién y potencias

4.1 En forma bin6émica
Se multiplica como polinomio y se usa i2 = —1:
(a+ bi)(c+ di) = (ac — bd) + (ad + be) i
Ejemplo:
(342i)(1 —5i) =3 —15i +2 —10i* =3 —13i + 10 = 13 — 13i

4.2 Binomio de Newton (potencias pequenas)

(a+b)" = i (Z)“”_kbk’ (Z) - k'(nn'—k)'

k=0
Coeficientes del triangulo de Pascal:



Ejemplo:
(24 30)3 = 2% 4+ 3(2)%(30) + 3(2)(30)? + (3i)® = 8 + 360 — 54 — 27i = —46 + 9i

4.3 En forma polar

2122 = T1T2 CiS(91 + 02)

Se multiplican los médulos y se suman los dngulos.
Ejemplo:

LT (T LT )
3CIS(Z> . 2018(5) = 6CIS(§> =3+3V3i
4.4 Potencias: Teorema de De Moivre
2" = r" cis(nf)

Ejemplo: (1+1i)%, con 1+i=v2cis(%):
(144)8 = (V2)8cis(2m) = 16

Cuidado: (v/7)" = r™2. Por ejemplo (v/13)'" = 13°, no V/13.

5 Divisién
5.1 En forma binémica: multiplicar por el conjugado

Se multiplica arriba y abajo por el conjugado del denominador, para que el denominador quede
real:

a+bi  (a+bi)(c—di) (a4 bi)(c—di)

ct+di  (c+di)(c—di) 2+ d?
Ejemplo:
442  (4+2i)(1—1i) 4—4i+2i—2i> 6—2i 3
= = = = —1
141 12 + 12 2 2
; 1 1 = = .
Caso especial: - =—--—=— = —1;
1 T —1 1

5.2 En forma polar

ﬂ = E CiS(91 — 02), zZ2 75 0
22 2

Se dividen los médulos y se restan los angulos.
Ejemplo (de clase): 21 =1+i=+2cis(Z), 2z =i =cis(g)

Ao \@cis(ﬁ — I) = ﬁcis(—%) =1—3

Z9 4 2

6 Raices

6.1 Raices en los reales vs. complejos
e /9 =23, /=27 = —3: existen en los reales.
e V-9, v/—9 (indice par de un negativo): no existen en los reales.

e En los complejos, todo z # 0 tiene exactamente n raices n-ésimas.



6.2 Formula

Si z =rcis(f):

0+ 2k
wkzwcis< + W), k=0,1,...,n—1
n

Pasos:

Pasa z a polar: obtén r y 6.
Calcula /7 (el modulo de todas las raices).

Sustituye £k =0,1,...,n — 1 en el angulo.

= W NN =

Si se pide, pasa cada wy a binémica.

Geometria: las raices forman un poligono regular de n lados sobre un circulo de radio {/r; estan

2
separadas por <r.

6.3 Ejemplos

Raices cuadradas de —1 (—1 = cis(m)):

Raices cubicas de —1:

’LU()—%—F@Z', w; = —1, ’wz—%—@i
Raices cuartas de —1:
T+ 2kw ) . .
wg = (:1s<4> : + 22 + 722 (las cuatro combinaciones de signos)

6.4 Raiz cuadrada en forma binémica (método alternativo)
Para v/c + di, se busca a + bi con (a + bi)? = ¢ + di:
a? - =c, 2ab=d
Ejemplo: /3 +4i: a®> —b>=3,ab=2= a=2,b=1. Las raices son +(2 + 7).

7 Ecuaciones

7.1 Ecuaciones lineales en z

Se despeja z como en los reales; al final suele quedar una division de complejos.
Ejemplo: (2+i)z=3—1
3—i_ (3-i)(2—14) 6-3i—2i+i® 5—5i

pr— pr— pr— pr— :1—.
T o4 22 4 12 5 5 !

7.2 Ecuaciones con z = a + bi (igualando partes)

Util cuando aparece Z o |z|. Se sustituye z = a + bi y se igualan parte real e imaginaria.
Ejemplo: z+2z2=6—1

(a+bi)+2(a—bi)=3a—-bi=6—i = 3a=6, -b=—-1 — z2=2+1



7.3 Ecuaciones cuadraticas

—b+ Vb? — 4ac
2a

Si el discriminante A = b% —4ac < 0, se usa v/—k = iv/k y las soluciones son complejas conjugadas.
Ejemplo: 22 +2z+5=0

a2 +bz+ec=0 —= z=

—2+/-16  —2+4i
2 2

=—1+2%

A=4-20=-16, z=

7.4 Ecuaciones de la forma 2" =w

Las soluciones son exactamente las n raices n-ésimas de w (seccion 6).
Ejemplo: 2z = 8i, con 8i = 8018(%)1

wo :2cis(%) =3+, w1 :2cis<5g> = —V3+1, woy = 2cis<327r> = -2

Tip: comprueba siempre elevando una solucién a la potencia original.




8 Ejercicios

Conjuntos

Sean U = {1,2,...,10}, A= {1,2,3,4,5}, B = {2,4,6,8,10}, C = {1,3,5,7,9}.
1. AUB
2. AnC
3. A—-B

(AU B)°¢

BAC

P(A)]

De 40 estudiantes, 25 llevan Matematicas, 18 Fisica y 10 ambas. ; Cuantos llevan al menos una?
. Cuéantos ninguna?

o0

8. |J[o,1-4]
n=1
o0

N ot

0. () (-4 1+ 4)

i
I

10.

DL

[, +00)

Il
i

n

Suma y resta

11. (3 +2i) + (1 — 5i)
12. (=2 +14) — (4 — 30)
13. 2(1+1) — 3(2 — 1)

Multiplicacién y potencias
14. (3+ 2i)(1 — 5i)
15. (2 —i)?

16. (1+ 2@) con binomio de Newton

17. (1 — )% con De Moivre

18. (v/3 +1i)® con De Moivre
19. i*

Divisi6én

3+ 2

1—25:¢

4+ 20

141

10 cis(57/6)
2cis(m/3)

20.

21.



Raices
23. Las 2 raices cuadradas de ¢
24. Las 4 raices cuartas de 16
25. Las 3 raices cabicas de —8

26. +/3 + 4i por el método binémico

Ecuaciones
27. z+2i=32—-4
28. 22 —42+13=0
29. 224+9=0
30. (x+y)+(x—y)i=5+i,conz,yeR
31. 24 4+16=0



9 Soluciones

# Respuesta Nota

1 {1,2,3,4,5,6,8,10}

2 {1,3,5}

3 {1,3,5}

4 {7,9}

5 U By C son disjuntos, asi que BAC =
BuUC

6 2°=32

7 33 al menos una; 7 ninguna 25418 -10=33; 40-33 =7

8 [0,1) el 1 nunca se alcanza

9 [0,1] los extremos 0 y 1 estan en todos

10 o ningin ntimero es mayor que todos los
n

11 4-3i

12 —6+4¢

13 —4+5 2+4+2i—6+4+3i

14 13 —-13¢

15 3—4i 4 —4i+4?

16 —11—2: 14+6i—12—8;

17 8i (v2)8 cis(—32F)

18 —16v/3 + 16i 2° cis(22)

19 —i 23=4-54+3=iB=4¢

50 %—i—%z (3+2z;él+5z)

21 3—1

22 5i 5cis(%)

23 =+ (? + @z) cis(%) , cis(%’r)

24 2, 20, —2, —2i

25 1++34, =2, 1—+/34

26 £(2+1)

27 2414 —2z=—-4—-2i

28 243 7= /56

29 +3¢

30 z=3, y=2 r+y=5 z—y=1

31 £v2+V2i z=2cis(§ + &)

10
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